
第 40 卷 　 第 6 期

2019 年 12 月

首都师范大学学报(自然科学版)

Journal of Capital Normal University

(Natural Science Edition)

No. 6

Dec. ,2019

收稿日期:2018-10-22

∗天津市自然科学基金面上基金资助 (18JCYBJC18900 ) ;天津

市普通高等学校“十三五”应用型专业建设项目;“纺织之光”中国纺

织工业联合会教育教学改革项目(2017BKJGLX260) ;天津工业大学

“十三五”应用型专业建设项目

∗∗通信作者:liuming@ tjpu. edu. cn

基于 CT 技术的投影重建模型研究∗

张 　 霞 　 陈佳音 　 高英乔 　 董家旋 　 刘 　 明∗∗

(天津工业大学数学科学学院,天津 　 300387)

摘要:CT 技术,作为一种非接触式检测技术,能在获取样品内部信息的同时保持其完整性,在医疗检测、地质勘探

领域有广泛应用 . 本文对一种 CT 系统经典模板巧妙地进行了几何分析,改进了两种常用成像模型,建立了投影重

建模型,提高了标定精度和稳定性 . 最后在此基础上对模板进行了改进和推广 .
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0　 引　 言

计算机断层成像技术,也就是 CT 技术作为一

种非接触式检测技术,能够在不影响样品的情况

下,获取其内部结构组织的相关信息,在医疗检测、
地质勘探领域有广泛应用 . 然而,CT 系统在安装的

过程中往往存在误差,这种误差会影响成像质量,
进而影响测量分析结果 .

本文借助已知结构的样品(模板)对安装好的

CT 系统进行参数标定,能有效提高成像结果的精

度和稳定性 . 图 1 为一种典型的二维 CT 系统,发射

端 n 束平行射线垂直于探测器平面入射对应接收

点,图 2 为模板示意图,图 3 为线强度衰减规律示意

图 . CT 标定问题就是通过探测器采集到的信息,确
定 CT 系统的旋转中心、探测器间距以及系统每次

转动的角度,进而确定介质各点的吸收率,分析介

质的组织结构 .

1　 参数的标定

1. 1 原理和定义

当射线穿透介质时,携带的能量被介质吸收而

衰减,故其衰减量与介质的空间分布有关 . 对于介

质均匀且光程极短的厚度范围内,衰减量与入射强

图 1　 CT 样机工作原理
　

图 2　 模板示意图(单位 mm)
　

度、穿透厚度成正比,见图 3,具体关系可描述为:
ΔI = - μI0Δl. (1)

假定 I l 为射线穿过介质后的强度,I0 为原始强

度,l 为吸收介质的厚度,μ 为本文所述的吸收率,其
大小取决于介质种类和射线能量且遵循 Lambert-
Beer 定律 . 对于非均匀复合介质,吸收率 μ 还与介
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图 3　 射线强度衰减规律示意图
　

质分布有关,在计算时常分段处理 . 比如,对于含有

n 个同等厚度的 Δl,有:
I( l) = I0 e

-Δlμ( l0) e -Δlμ( l1) …e -Δlμ( ln) . (2)
化简后可得到:

∫l

0
μ( l)dl = ln - I( l)

I0
( ) . (3)

显然地,CT 图像重建就是用足够多 8 的投影数据

ln - I( l)
I0

( ) 去计算 μ( l),以确定介质信息这种典型

模型介质均匀 . 由于发射器的数目相对于托盘线度

而言足够多,选取最大吸收量 Imax,并认为发生该吸

收的射线与椭圆长轴重合,即穿过介质部分的光程

为椭圆长轴长 2a. 由此可得,该种介质的吸收量 I
与光程 l 的关系为:

I
l =

Imax

2a . (4)

对所有吸收量进行如上处理转换为射线在介质中

的光程长,以便于模型后续的建立和参数求解 . 为
了确定 CT 系统旋转中心的位置、探测器单元间距,
根据模板的几何特征选取了射线可能经过的三个

特殊方向,并会出扎三个方向下 n 条射线的吸收

曲线 .

图 4　 方向一
　

由于方向一和方向二中的最大吸收分别出现

图 5　 方向二
　

图 6　 方向三
　

图 7　 方向一处各射线的吸收量
　

图 8　 方向二处各射线的吸收量
　

椭圆长轴和短轴上,定义产生最大吸收量的发射器

S i1和 S i2,即可确定这两个发射器的位置 . 方向三吸
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图 9　 方向三处各射吸收量
　

收曲线中的两个峰相交于横轴上一点( S i3, 0),由
此可确定发射器 S i3 的位置 . 为了提高射线利用率、
降低安装难度,一般选择整个系统的几何中心作为

旋转中心,使得有一条射线(多为第 n / 2 条射线)始

终经过旋转中心 .
1. 2 探测器单元间距和旋转中心的确定

建立平面直角坐标系如图 10,用于求解和描述

探测器间的距离 . 当射线方向为方向一时,选取过

椭圆长轴和其附近与椭圆相交的若干组射线,其中

的一些相关参数,满足下列关系:
l i = 2x i, (5)

x2
i

a2 +
y2
i

b2 = 1 . (6)

图 10　 用于求解探测器间距的平面直角坐标系
　

则对应第 i 个探测器和第 i + 1 个探测器之间

的距离为:
d i = | y i +1 - y i | . (7)

当射线方向为方向二时,选取与椭圆短轴平行

和其附近与小圆相离、与椭圆相交的若干组射线,也
满足上述关系. 考虑到安装时可能出现的误差,用
MATLAB 求解所有可求的间距,并用所有解的平均值

表示探测器间距为 d = d i = 0. 271 3(mm) .
建立以正方形托盘的左下角为原点、以两条临

边为横轴和纵轴的如下平面直角坐标系,用于求解

和描述旋转中心:
通过查阅文献可知, 第 n 个探测器到第 m 个探

测器之间的距离为:

D = ∑
m -1

i = n
d i . (8)

图 11　 用于求解旋转中心的平面直角坐标系
　

所以,在方向一下,第 223 条射线在正方形托盘

中的位置为椭圆的长轴长,与第 256. 5 条等效射线

的间距为:

D1 = ∑
256 . 5 -1

i = 223
d i . (9)

通过计算可得,方向一下的第 256. 5 条射线在

做简历的平面直角坐标系中的位置为:
x = 40. 910 3 . (10)

同理,在方向二下,第 235 条射线在正方形托盘

中的位置为椭圆的长轴长,与第 256. 5 条等效射线

的间距为:

D2 = ∑
256 . 5 -1

i = 223
d i . (11)

通过计算可得,方向一下的第 256. 5 条射线在

做简历的平面直角坐标系中的位置为:
y = 55. 833 6 . (12)

综上求得 CT 系统旋转中心在正方形托盘中的

位置为(40. 910 3,55. 833 6) .
利用方向三对应的位置和数据,发现方向三下

的第 256. 5 条射线经过点(40. 914 6,55. 835 7),与
上文中求得的中心位置十分接近,误差与探测器间

距等其他参数的线度相比可以忽略,故此模型可靠.
在上述结果的基础上,求解该 CT 系统使用的

X 射 线 的 180 个 方 向 的 难 度 大 大 降 低 . 选 取 第

256. 5 条等效射线,满足几何关系如下:
y i - y0 = tanθ( x i - x0), 　 i = 1,2, (13)
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图 12　 射线方向满足的几何关系
　

x2
i

a2 +
y2
i

b2 = 1, 　 i = 1,2, (14)

l2 = ( x1 - x2)
2 + ( y1 - y2)

2 . (15)
其中,l 为经过椭圆形介质的光程长 . 但由于所

给数据是总光程长,且无法直接去除小圆部分对数

据的影响,所以使用了基于密度的异常值检验法,
锁定了受小圆影响的数据区域,经三次样条插值修

正后,使数据符合上述模型的使用条件 .
将修正后的数据带入上述模型,即可得到 180

个 θ 的取值 . 其中,起始角度为 29. 604 9 度,每个角

度的变化量为 1( ± 5% ) .

2　 投影重建模型的建立与实例分析

2. 1 线性衰减重建模型

参考了 Radon 变换的原理,在其现有的基础上

进行改造,使穿过每个单元的射线方向连续可调,
最后建立了适用于本题的反投影重建模型 .

R2 为一二维平面,设函数 f( x, y)为该平面上

定义的重建图像密度函数(正比于吸收率) . 直线 L
为平面内某一条直线,Radon 变换算子 R 即为密度

函数沿 L 的线积分:

Rf( x,y) = ∫l f( x,y)dl. (16)

也可以表示为:
　 p( s,θ) = Rf( x,y)

= ∫ +∞

-∞ ∫
+∞

-∞
f( x,y) δ( xcosθ + ysinθ - s)dxdy. (17)

其中,p( s, θ)为 f( x, y)的投影函数,s 为原点到直

线 L 的距离,δ 为狄拉克函数,其中 s 满足:
s = xcosθ + ysinθ. (18)

有上述原理可知,CT 成像的基本原理为:已知

投影数据 p( s, θ),计算重构图像的密度函数 f( x,
y),所以 Radon 逆变换就是 CT 成像的过程 . 由以上

Radon 变换可得到逆变换为:
　 f( x,y)

= 1
2π2∫π

0 ∫
+∞

-∞
f( x,y) 1

rcos(φ - θ) - s
( s,θ)

s sdsdθ

(19)
由投影数据计算吸收率 μ( x, y)分布最直接的

方法就是求解方程组 .
参考了这种原理,在其现有的基础上进行改

造,使穿过每个单元的射线方向连续可调,最后建

立了线性衰减重建模型 . 由此可以用推广的到 n × n
像素的图像,求解此方程即可得到吸收率的二维分

布 . 设 X jk为在( j,k)所在区域内单位长度介质的吸

收率,P ijk为该射线通过该区域吸收能量的值,该区

域是否被射线穿过用 r jk来表示 .

r jk = 1, 射线 i 经过像素( j,k),
0, 射线 i 不经过像素( j,k) .{ (20)

像素 X jk吸收的能量为:
P ijk = r jkX jkd jk . (21)

该射线的总能量吸收为:

P i = ∑
n

i = 1
P ijk . (22)

矩阵表示为 P = XRD,式中:
P = [ p1,p2,…pn]

T . (23)
吸收率矩阵、判断该射线是否穿过某区域的判断矩

阵、射线穿过该区域的光程矩阵的表达方式与第二

问完全相同 . 选取了一组典型吸收数据,利用 MAT-
LAB 编程,得到该未知介质在正方形托盘中的位置

和几何形状如图 13:

图 13　 线性衰减重建模型重构图像
　

2. 2 二维滤波反投影模型的建立及求解

参考二维傅里叶重建算法,发现二维傅里叶重

建算法存在不适用于局部目标重建、现有频域空间

插值算法等缺陷,所以针对这些缺陷对二维傅里叶

重建算法进行了改进,形成了二维滤波反投影模
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型 . 二维傅里叶重建算法的基本原理是:二维图像

一维投影的傅立叶变换精准地等于通过该图像傅

立叶变换中心的直线 . 当投影角度变化时,过傅立

叶变换中心的那条直线随之变化 . 具体证明过程与

问题二中完全相同. 针对这些缺陷,对其进行了改进,
采用滤波反投影来重建图像:先把检测器上获得的原

始数据与一个滤波函数进行卷积运算,得到个方向上

的投影函数,反投影后经适当处理就能得带断层图

像,并保证重构图像边缘清晰且内部均匀,在二维傅

里叶逆变换的基础上,利用对称关系:
P(ω,θ + π) = P( - ω,θ) (24)

将 f( x, y)化为:

f( x,y) = ∫π

0
dθ∫ +∞

-∞
P(ω,θ) ω e2 jπω( xcosθ + ysinθ) dω.

(25)
最后得出:

f( x,y) = ∫π

0
g( xcosθ + ysinθ)dθ. (26)

其中, |ω | 表示滤波函数 Haming 窗 . 沿用线性

衰减重建模型中实例的吸收数据带入此模型,得到

该未知介质在正方形托盘中的位置和几何形状如

图 4:

图 14　 求解方程组重构图像
　

3　 标定模板的改进

由于标定过程中精度和稳定性会直接影响标

定结果,在经典模板的基础上自行设计新模板,建
立对应的标定模型,以提高标定精度和稳定性 .

(1)精确确定探测单元之间的距离:在多次仿

真中发现有某些探测器发出的射线始终不通过已

知结构的样品(模板),所以难以确定精确确定这些

探测单元之间的距离,并且在测定新模板时,由于

不知道这些探测器单元的精确距离以至于难以保

证还原图像的质量 . 为了更精准地确定探测单元间

距,在原有模板的基础上增加了两个圆柱体,位置

如图 15 所示,通过增加这两个圆柱体,使所有探测

器发出的射线在不同角度均有机会打到模板上,从
而可以精确确定探测单元之间的距离 .

(2)确定 CT 系统的旋转中心在正方形托盘中

位置的确定:在上一小问的基础上改进了模板,在
保证所有探测器单元都有机会打到模板的基础上

更改模板图形的位置,增加更多的特殊位置 . 如相

切,通过更多的特殊位置,可以更加精确的确定 CT
系统的旋转中心在正方形托盘中的位置,新建立的

模型如图 16 所示:
(3)精准确定 X 射线旋转 180 次的方向:

图 15　 第一次的改进模板
　

图 16　 第二次的改进模板
　

(4)改变了模板上物体的密度:对于与原模板

构成物质不同的物体也可以精确测定吸收率,所以

改变了模板上物体的密度,得到的模板如图 17
所示:

(5)加噪及去噪:对稳定性的另一层理解为当

外界环境变化时或因系统某些因素在某范围或某

些数据产生异常值或造成数据缺失时对系统参数

标定产生的影响大小 . 对稳定性的另一层理解为当

外界环境变化时或因系统某些因素在某范围或某

些数据产生异常值或造成数据缺失时对系统参数
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图 17　 第三次的改进模板
　

标定产生的影响大小 .
所以在上一模板的基础上对新建模板添加了

白噪声,通过测定 CT 系统对加噪声之后得到的接

受信息对噪声的反映是否灵敏来判断系统的稳定

度 . 添加白噪声后得到的新模板如图 18 所示:

图 18　 第四次的改进模板
　

图 19　 第五次的改进模板

4　 模型的推广

CT 技术可以在不破坏样品的情况下,利用样品

对射线能量的吸收特性对生物组织和工程材料的

样品进行断层成像,由此获取样品内部的结构信

息,是近 20 年来国际上最先进的非接触式检测技

术之一 . 本文就由 CT 系统的接收信息,通过二维滤

波反投影和 Radon 算法重建了二维断面图像,此算

法可以推广到铁路、地质勘探、石油勘探、航空航天

等各个领域 .
目前使用的主流标定方法是利用结构己知的

标定模体,通过探测器上标定模体的投影对 CT 成

像系统的几何参数进行计算,再调节 CT 成像系统

的关系,提高断层图像的重建质量 . 本文就如何设

计一个简单的标定模型,并尽可能提高标定参数精

度和稳定性给出了一个方案,可以在工业和医学检

测中调节 CT 成像系统推广与应用 .
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The Research on CT Technology Projection Reconstruction Model

ZHANG Xia　 CHEN Jiayin　 GAO Yingqiao　 DONG Jiaxuan　 LIU Ming

( School of Mathematical Sciences, Tianjin Polytechnic University, Tianjin　 300387)

Abstract: CT is a non-contact detection technology that can obtain internal information without destroying a
sample and is widely used in medical detection and geological exploration. In this paper, a geometric analysis is
performed subtly for a classic template, two common imaging models are improved, a projection reconstruction
model is established, and the calibration accuracy and stability are improved. Then, based on this, the template
was improved and promoted.

Keywords: CT; parameter calibration; Radon transform; 2D Fourier reconstruction

7

张 　 霞等:基于 CT 技术的投影重建模型研究 第 6 期




